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Irreversible processes like diffusion or heat conduction in gases with rotating molecules are 
accompanied by a partial polarization (or alignment) of molecular axes. In order to calculate these 
effects, a BOLTZMANN equation is set up for the distribution function containing the molecular 
angular velocity. The general properties of the BOLTZMANN equation (^-theorem, corresponding col-
lisions, time reversal) are studied. A complete set of orthonormalized tensors is chosen and the 
distribution function is expanded with respect to these tensors. Inserting into the BOLTZMANN equa-
tion yields the system of the transport-relaxation equations for the expansion coefficients. The 
O N S A G E R - C A S I M I R relations for the relaxation constants are stated. Some of the expansion coefficients 
have a familiar physical significance (particle density, temperature, particle flux, heat flux etc.), 
others are a measure for the mean polarization (or alignment) of the molecules. The diffusion and 
heat conduction problems are solved formally, giving general expressions for the transport constants 
and for the mean molecular polarization in terms of the various relaxation constants. Some of these 
are explicitly calculated for a special model, the rough spheres. These calculations show that taking 
the polarization into account may decrease the diffusion constant by about 20% and that fast mole-
cules flying perpendicular to the diffusion flux may be polarized by about 30%. 

Die kinetische Theorie von Gasen aus rotierenden 
Molekülen bringt neue Gesichtspunkte gegenüber 
dem einatomigen Fall. Der Ablauf eines irreversib-
len Vorgangs, wie Diffusion, Wärmeleitung oder 
Reibung, in einem Gas mit innermolekularen Rota-
tionsfreiheitsgraden ist verknüpft mit einer partiel-
len Ausrichtung der Molekülachsen. Diese Ausrich-
tung äußert sich optisch in Strömungsdoppelbre-
chung, sollte direkt experimentell nachweisbar sein 
an Molekülen, die seitlich z. B. aus einem Diffusions-
strom austreten, und führt zu der als S E N F T L E B E N -

Effekt bekannten Abhängigkeit der Transportkon-
stanten von einem äußeren homogenen Magnetfeld. 
Die Ausrichtung ist auch bei einer exakten Berech-
nung der Transportkonstanten selbst zu berücksich-
tigen. 

In der bisherigen Literatur über Gase aus rotie-
renden Molekülen wurde gewöhnlich die Ausrich-
tung ignoriert, also die Isotropienäherung hinsicht-
lich der Molekülachsen gemacht. Berücksichtigt 
wurde die Ausrichtung bei der Untersuchung der 
Diffusion eines LoRENTz-Gases aus Spinteilchen 2 

und in zwei Arbeiten von K A G A N et al. über reine 
Gase aus klassischen rotierenden Molekülen 3 ' 4. 

Die Theorie des Spinteilchen-Gases, in welcher 
die LoRENTzsche Methode der Entwicklung nach ir-
reduziblen Tensoren benutzt wurde, war zwar all-

1 L.WALDMANN, Nuovo Cim. 14, 898 [1959]; Z. Naturforschg. 
15a, 19 [I960]. 

2 L . W A L D M A N N U. H. D. K U P A T T , Z. Naturforschg. 18 a, 86 
[1963]. 

gemein, was den Ansatz über den Einzelstoß an-
belangt, aber eingeschränkt insofern, als es im Fall 
der Spinteilchen keine verschiedenen inneren Ener-
gien, also auch keinen Austausch von Translations-
und Rotationsenergie der Moleküle gibt. In den 
russischen Arbeiten andererseits, in denen die 
C H A P M A N - E N S K O G - M e t h o d e verwendet ist, sind die 
Ansätze für den Einzelstoß spezialisiert. 

Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, die erwähn-
ten Einschränkungen zu überwinden. Der Einfach-
heit halber wird wieder das LoRENTZ-Gas betrachtet, 
nun aber bestehend aus kugelsymmetrischen, klas-
sisch rotierenden Molekülen. Es wird, ähnlich wie 
früher 1 ' 2, eine Entwicklung nach irreduziblen Ten-
soren vorgenommen. Diese Tensoren werden nach 
einem systematischen Verfahren gewonnen und ge-
statten nun auch eine Entwicklung nach den Betrags-
quadraten der Linear- und der Winkelgeschwindig-
keit. Die früheren formalen Ergebnisse — Diffu-
sions-Relaxations-Gleichungen für das Spinteilchen-
Gas — ordnen sich als Spezialfall den neuen erwei-
terten Beziehungen ein. Als Beispiel werden schließ-
lich einige typische Relaxationskoeffizienten für das 
Modell der rauhen Kugeln berechnet und die Größe 
der auftretenden Polarisation sowie ihr Einfluß auf 
die Diffusionskonstante betrachtet. 

3 Y . K A G A N U. L . M A K S I M O W , Soviet Phys.-JETP 14, 6 0 4 [ 1 9 6 2 ] . 
4 Y . K A G A N U . A . M . A F A N A S ' E V , Soviet Phys.-JETP 14, 1 0 9 6 

[ 1 9 6 2 ] . 
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I. Grundlagen 

§ 1. Boltzmann-Gleichung des Lorentz-Gases 
aus rotierenden Molekülen 

Es sei angenommen, daß die beweglichen Mole-
küle zwar kugelsymmetrisch, aber einer inneren, 
klassischen Rotation fähig seien. Diese Annahme 
trifft für die rauhen Kugeln zu, die später noch ge-
nauer betrachtet werden, doch ist es vorerst nicht 
nötig, das Modell so weitgehend spezialisiert zu den-
ken. Die Moleküle sollen mit unveränderlichen 
Streuern stoßen, welche unter sich gleich, fixiert und 
unregelmäßig verteilt seien; ferner seien die Mole-
küle so selten, daß sie untereinander nicht zusam-
menstoßen: LoRENTZ-Gas. Die Streuer brauchen nicht 
kugelsymmetrisch zu sein. 

Die Lineargeschwindigkeit der beweglichen Mole-
küle sei mit V und die Winkelgeschwindigkeit ihrer 
inneren Rotation mit W bezeichnet. Man hat es also 
mit einer Verteilungsfunktion f(t,r,V,W) zu tun5. 
Für diese wird eine BoLTZMANN-Gleichung gelten von 
dem Typ 6 

3/ , 3/ 
ot or 

(1.1) 

mit einem linearen Stoßoperator 

ol l 

dessen nähere Gestalt zunächst zu betrachten ist. Er 
zerfällt, wie es vom einatomigen Fall her geläufig 

ist, in zwei Anteile, den Gewinn- und Verluststößen 
entsprechend. 

Es sei um jeden Streuer eine Kugel vom Radius R 
gelegt. Diese (Wirkungs-) Kugel sei möglichst klein 
gewählt, aber doch groß genug, daß außerhalb der-
selben keinerlei Wechselwirkung mit dem betreffen-
den Streuer stattfindet. Es seien zunächst die Ge-
winnstöße ins Auge gefaßt. Zu deren Beschreibung 

Abb. 1. Stoß, welcher von v\ w', k' zu v, w, k führt; entspre-
chender oder korrespondierender Stoß, welcher von v,tc, — k 

zu v", tv", — k" führt. 

sei der Einheitsvektor vom Mittelpunkt der Wir-
kungskugel zum Eintrittspunkt des bewegten Teil-
chens in dieselbe mit k' bezeichnet, derjenige zum 
Austrittspunkt mit k. Die Geschwindigkeiten beim 
Eintritt seien mit Vw', diejenigen beim Austritt 
mit V, W bezeichnet (Abb. 1) . Dann wird es einen 
Zusammenhang geben der Art 

v' = a(v,w,k), w — b'(v, w, k), k' =c'(v,w,k), (1.2) 
oder umgekehrt 

v =a(v',w',k'), w =b(v',w',k ), k=c(v . w .k'). (1.2a) 
Diese Stoßgleichungen sind, ihrem Sinne nach, definiert nur in den Bereichen 

v' k'<0 bzw. v k>0, (1.3) 

welche sich gegenseitig bedingen. Ferner werden sie den Energiesatz 

E' = \ m v2 + \ e w2 = \ m v2 + £ 6 w2 = E (1.4) 
identisch erfüllen (m Molekülmasse, S Molekülträgheitsmoment). — Die Verluststöße andererseits be-
ginnen mit den Geschwindigkeiten V, W an einer durch k charakterisierten Eintrittsstelle, für welche 
v k<0 gilt. 

Für den Stoßterm aus (1.1) gilt nun 
8J) d3v d3w = ns R2 
Ot / c o l i 

f f' d3v' Ö3w (-V k') d2k'-fd3vd3w f(-vk) d 2k 
v' • fc'co v • *<() 

Es wird angenommen, daß die Verteilungsfunktion nicht 
von den drei Winkeln abhängt, welche die Orientierung 
des Moleküls festlegen. Bei kugelförmigen Molekülen gilt 
diese Eigenschaft zu allen Zeiten, wenn sie zu einer be-
stimmten Zeit erfüllt ist. 

6 Die BoLTZMANN-Gleichung hat ohne äußere Kräfte und 
Drehmomente dieselbe Form wie beim einatomigen Gas, 
da bei kräftefrei bewegten kugelförmigen Molekülen deren 
Winkelgeschwindigkeit konstant ist, so daß der Term 
(3/3M?) • ic f verschwindet. 



Hier bezeichnen ns die Konzentration der Streuer 
und / bzw. f die Verteilungsfunktion, für V, W bzw. 
v', w' und gleiche t, r genommen. Das Flächen-
element auf der Einheitskugel k2 bzw. k'2 = 1, über 
deren Hälfte jeweils zu integrieren ist, wurde d2k 
bzw. d2k' genannt. Das variable Intervall dsv' dsw' 
in dem ersten Integral (Gewinnstöße) ist bei der In-
tegration über k ' jeweils so zu wählen, daß nach 
dem Stoß die Geschwindigkeiten V, W im festen In-
tervall d3vS3w liegen. Gemäß dem LiouviLLE-Satz 
gilt aber7 

d V d V ( - v ' - f c ' ) d2k' = dhdsw(vk) d2k. (1.5) 

Somit hat man einfacher 
- c o ( / ) = nsR2(ffvkd2k + ffvkd2k), (1.6) 

wo die Integrationen 
± entsprediend V'k^z 0 

gemeint sind. Indem man im zweiten Integral k 
durch — k ersetzt, kommt die äquivalente Form zu-
stande 

0}(f) = ns R2 I ( / - / ' ) Vkd2k. (1.6a) 

Es sollen nun einige allgemeine Eigenschaften dieses 
Stoßoperators studiert werden. Der Wert des Stoß-
operators ist übrigens von der Wahl für R, wofern 
dies nur hinreichend groß gewählt ist, unabhängig, 
vorausgesetzt, daß die Verteilungsfunktion sich auf 
einer Strecke der Länge R nur unmerklich ändert. 

§ 2. Integrale des Stoßoperators; Definitheit 

Die Erhaltung der Teilchenzahl und der Energie 
beim Einzelstoß kommt zum Ausdrude in den Be-
ziehungen 

co (1) = 0 ; c o ( £ ) = 0 , (2 .1) 

welche zu den entsprechenden Erhaltungsgleichun-
gen für das Gas führen werden. 

7 Streng genommen hätten in (1.5) und in der vorhergehen-
den Gleichung audi jeweils noch die Intervalle der drei 
Winkel zu stehen, welche die Orientierung des Moleküls 

Das //-Theorem hängt mit der Definitheit des 
Stoßoperators zusammen. Im Hinblick auf die spä-
tere Beschränkung auf kleine Abweichungen vom 
thermischen Gleichgewicht, welche hier allerdings 
nicht notwendig wäre, werde gesetzt 

/ = / o ( l + <P), 
wobei (2.2) 

die MAXWELL-Verteilung unter Einschluß der Rota-
tion bedeutet. Ferner sei für ständigen weiteren Ge-
brauch die Abkürzung 

( 0 ) o = f j A <Pd*vd3w (2.3) 

eingeführt. Sie bezeichnet den (momentanen, loka-
len) Mittelwert irgendeiner Funktion <P der Ge-
schwindigkeiten V, W (und eventuell von t, T) im 
thermischen Gleichgewicht. Die Definitheit des Stoß-
operators kommt dann zum Ausdruck in der Un-
gleichung 

( 0 c o ( < Z > ) ) o ^ O . ( 2 . 4 ) 

Um sie zu beweisen, sei dieser Mittelwert explizit 
aufgeschrieben: 

<</>co(2>))0 = n s /?2< f ($*-&&') Vkd2k>. 
+ 

Nun ist 
</ <Z>2 v • k d2k >0 = < / <Z>'2 v • k d2k >0, 
+ + 

was man sofort sieht, indem man zunächst k durch 
— k ersetzt, sodann die Integrationsvariablen V, W, 
k in v', w', k' umbenennt und schließlich mittels 
des LiouviLLE-Satzes (1.5) wieder zu einer Integra-
tion über V, W, k zurückkehrt. Demnach kann man 
den obigen Integranden <P2 — <Z>' ersetzen durch 
i(c£2+cZ>'2) -<Z> = £(</>-</>')2, womit die De-
finitheit evident ist. 

(3.1) 

festlegen. Da sich diese Intervalle beim Stoß kugelförmiger 
Moleküle aber nicht ändern, können sie fortgelassen wer-
den. 

§ 3. Stoßklammern und ihre Symmetrien 

Unter der Stoßklammer zweier Funktionen XF und 0 sei verstanden, (1.6) benutzend, 

(!Fco(3>))0= -nsR2 j j d3vd*w A- T (f &'vkd2k+ ®fvkd2k) 

und es soll zunächst der Einfluß einer Vertauschung von W und untersucht werden. 



Dazu seien im ersten Term rechts, gemäß dem LiouviLLE-Satz (1.5) , das Integrationselement — d3t/ d3w' 
V k d2k' eingeführt und dementsprechend, nach der Umkehrung (1.2a), V, W als Funktionen von v', W , k 
aufgefaßt. Die Integration in diesem Term erstredet sich jetzt über Werte v' k < 0. Nun werden darin 
v . w , k' in V, W, — k umbenannt. In 0 stehen dann die Variablen V, W, in XI' aber treten die Ge-
schwindigkeiten auf 

v" = a {v, iv, -k), w" = b (v, w, -k), 
und es sei eingeführt — k' = C(V,W, — k) (3-2) 

oder, was dasselbe ist 
v = a (»", w", - k"), w = b (v", w", - k"), - k = c' (v", w", - k"). (3.2a) 

Dies bezeichnet nach der Terminologie von B O L T Z M A N N 8 den entsprechenden oder korrespondierenden 
Stoß, welcher von V, W, —k nach v", w", —k" führt (s. Abb. 1). Die obige Stoßklammer schreibt sich 
nach diesen Umformungen so: 

(W(o(0))o= -nsR2 f f d3vd3wl° cp ( [V"vkd2k+W fvkd2k). 

Demnach wird man einen co zugeordneten Operator 
cö einführen, welcher auf den korrespondierenden 
Stößen beruht, 

- cö ( /) = ns R2 (f r V • k d2k + f f V • k d2k) (3.3) 

oder, was dasselbe ist, 
OJ (/) =nsR2F (/ - / " ) V • k d2k . (3.3a) 

Damit hat man die gesuchte Beziehung für die Stoß-
klammer 

{Wco(0)) 0=(<PJ>(T))0. (3.4) 

Beim einatomigen Gas gilt co = co . Die ( E N S K O G -

sche) Stoßklammer ist in diesem Fall symmetrisch 
in den beiden Funktionen W, <P, was wohlbekannt 
ist. Bei rotierenden Molekülen hingegen sind co und 
CO sehr wohl zu unterscheiden. 

Als nächstes sei die Folgerung aus der Spiege-
lungsinvarianz der Stoßgleichungen betrachtet. Diese 
Invarianz meint, daß neben (1.2) auch die Bezie-
hung gilt 

-v' = a(-V, W, - k), 
w'= b'(-v,w,-k), (3.5) 

-k' = c'(-v,w, -k). 
Nun sei irgendeiner Funktion <P(V,W) durch Spie-
gelung (Paritätsoperation) die Funktion 

$P(t>, W) = <P(-V, W) (3.6) 

8 L. BOLTZMANN, Vorlesungen über Gastheorie I I , Leipzig 
1 8 9 8 , S. 2 3 9 ; s.a. R . C. T O L M A N , Principles of Statistical 
Mechanics, Oxford 1938, S. 112. 

zugeordnet. Dann gilt 

<x)(<P)}9= ( Wj>a>(<Pp) )0 . (3.7) 

Das sieht man sofort, indem man im linken Aus-
drude die Integrationsvariablen V, W, k durch 
— V, IV, —k ersetzt und (3.5 und 6) benutzt. 

Schließlich werde die Invarianz bei Bewegungs-
umkehr vorausgesetzt, das soll heißen, daß neben 
(1.2) auch gilt 

-v = a (~v\ -w\ k'), 
-w = b'(-v',-w',k), (3.8) 

k = c'{-v'. -w\ k ) 
oder, was dasselbe ist, 

-v' = a(-v, - w,k), 
-w' = b(-v, -w,k), (3.8a) 

k' = c(-v, -w,k). 
Nun sei irgendeiner Funktion ^ ( V , w) durch Be-
wegungsumkehr die Funktion 

<PT{v,w) = &(-V,-w) (3.9) 
zugeordnet. Dann gilt 

C P c o ( ^ ) ) 0 = ( ^ t C O ( ! F t ) ) 0 . (3.10) 

Zum Beweis geht man von der allgemeinen Bezie-
hung (3.4) aus und benennt rechts die Integrations-
variablen V, W, k um in —V, —W, - k . Dabei 
geht 0 in ^ t über, und in CO (XF) entstehen an Stelle 
von v", w" die Geschwindigkeiten — v', —w', wie 
der Vergleich von (3.2) und (3.8a) zeigt. Also 
kommt in der Tat w^F-y) an Stelle von cö(lP), 
und der Beweis ist erbracht. 



N Skalare Vektoren irred. Tensoren 
Potenz l = 0 l = 1 2. Stufe (l = 2) 

0 0(0) = 1 — — 

1 — = vu — 

2 0 d ) = v2 — 4 - = VßVr — \ F2 6ßr 

3 - = (F2 - f ) Vu 

Tab. 1. Einfadie irreduzible Tensoren in kartesischen Koordinaten. 

II. Entwicklung nach irreduziblen Tensoren 

§ 4. Das vollständige System orthonormierter 
Tensoren 

Ziel ist es, die Verteilungsfunktion um die MAX-
WELL-Funktion aus (2.2) zu entwickeln mittels eines 
vollständigen Satzes von irreduziblen Tensoren. Es 
ist zweckmäßig, sich dabei der dimensionslosen 
Variablen 

zu bedienen. Damit wird 

Um zu den gewünschten irreduziblen Tensoren 
zu gelangen, sei zunächst die Eigenwertgleichung 
(ScHRÖDiNGER-Gleichung des harmonischen Oszilla-
tors) betrachtet 

Hier bezeichnet Ay den LAPLACE-Operator im drei-
dimensionalen V-Raum, N + f den Eigenwertpara-
meter. Als Randbedingung wird <p = 0 für V —> oo 
gefordert. Nun sei gesetzt 

99 (V) =<2>(V) e~vll2. 

Die orthogonalen Eigenlösungen (Eigentensoren) 
— zugleich Drehimpulseigenfunktionen — sind 
dann bekanntlich 

«Pffi (V) oc S J F T ( F 2 ) V1 

Yim 

mit den Eigenwerten 

N = l + 2n; Z = 0 , 1 , . . . ; n = 0 , l , . . . . 
Der erste Faktor S ^ bezeichnet das SoNiNE-Polynom 
vom Grad n in V2, so daß also N auch den Grad 
von 0 in V angibt. Die Kugelflächenfunktionen Y 
hängen ab von den zwei Polarwinkeln von V. Zu 
1 = 0 gehören die Skalare, zu l = 1 die Vektoren, zu 

1 = 2 die irreduziblen Tensoren zweiter Stufe usf. 
Statt der Darstellung in Polarkoordinaten seien im 
folgenden kartesische Komponenten benutzt, welche 
durch die Indizes ju; v; . . . = 1 , 2, 3 unterschieden 
werden. Die kartesischen Komponenten der Skalare, 
Vektoren, irreduziblen Tensoren zweiter Stufe usf. 
sei mit usf. bezeichnet. In Tab. 1 
sind die ersten davon aufgeführt. Auf eine syste-
matische Normierung wurde dabei verzichtet. 

Nun sei die Eigenwertgleichung ( S C H R Ö D I N G E R -

Gleichung zweier ungekoppelter harmonischer Oszil-
latoren) betrachtet 

±(-Av-Aw+V2 + W2)<p(V, W) 
= (N + 3) <p(V, W). 

Es werde gesetzt 
<p(V, W) = 0(V, W) e-(W)/2. 

Die Eigenlösungen, so ausgewählt, daß sie auch 
Eigenlösungen der z-Komponente und des Betrags 
des Gesamtdrehimpulses sind, gruppieren sich wie-
der in Skalare, Vektoren usf. und sind gemäß der 
CLEBSCH-GoRDAN-Reihe gegeben durch 

(V, W) = 2 C(L h U M m, m2) 
miTiii 

• ( V ) (W) , 
wo redits die „einfachen", nur von V bzw. W ab-
hängigen 0 von vorher stehen. Diese sind dabei ge-
eignet zu normieren. Der zugehörige Eigenwert ist 
jetzt 

N = l1 + 2n1 + l2 + 2n2. 

Er gibt die Gesamtpotenz von V, W an. 
Diese Lösungen seien nun wieder in kartesischen 

Koordinaten notiert. Zusammengesetzte Skalare ent-
stehen durch Multiplizieren von zwei einfachen Ska-
laren ^Oi)(F) (W) oder aus zwei einfachen 
Vektoren gemäß (V) (W) oder aus zwei 
einfachen Tensoren gemäß usf.9. 

9 Für doppelte griechische Indizes gelte die Summations-
vorschrift. 



Potenz Skalare PL T Vektoren PL T 

0 01 = 1 + 0 

1 -

= 1/2 W 

- 1 

+ 1 

2 
&2= Vi {V2 — §) 
03= ^ f ( I F 2 - |) 

= i V W V3 

+ 0 

+ 0 

- 0 

+ 
+ 
+ 

& 2 = / 2 F x W - 1 + 

3 -

+ 
+ 
+ 

4 » 3 = } | ( F 2 - | ) F 

Vi = 2 Vi [ F ( F • W) - £F 2 IF] 

- 1 

- 1 

- 1 

+ 1 

+ 1 

+ 1 

-

Tab. 2. Zusammengesetzte Skalare und Vektoren in kartesischen Koordinaten. 

Zusammengesetzte Vektoren entstehen aus einem 
einfachen Skalar und einem einfachen Vektor z. B. 
gemäß (V) (W) oder zwei einfachen Vek-
toren gemäß [€»(»») (V) X S » ^ (W) ] „ oder aus 
einem einfachen Tensor 2. Stufe und einem Vektor 
z.B. gemäß (V) <# n i ) (W) . In dieser Weise 
erhält man das in Tab. 2 angegebene Schema, zu 
dem noch einige Erläuterungen zu geben sind. 

Die Spalte P = ± gibt an, wie sich die betref-
fende Größe bei der Spiegelung, d. h. bei Ersetzen 
von V, W durch — V, W, verhält. L = 0 charakteri-
siert die Skalare, L = 1 die Vektoren. Die echten 
Skalare (P = + ) und polaren Vektoren (P = —) 
sind überdies jetzt mit bzw. <J> bezeichnet, die 
Pseudo-Skalare ( P — — ) und axialen Vektoren 
(P = + ) mit XF bzw. und beide sind durch un-
tere Indizes fortlaufend numeriert. Die Spalte T = ± 
gibt an, wie sich die betreffende Größe bei der 
Bewegungsumkehr, d. h. bei Ersetzen von V, W 
durch — V, — W verhält. 

Die der Tab. 2 zugrunde liegende Orthonormie-
rung lautet 

= d i k , (4.2) 

(<ZV <Prh-) 0 = (xl\« Vvk ) 0 = dp, öik , ( 4 . 3 ) 

wobei ferner alle nicht angeschriebenen Kombinatio-
nen verschwinden (orthogonal sind). Die Normie-
rungsfaktoren wurden berechnet mittels der Formeln 
(A 5 und 6) des Anhangs. 

§ 5. Entwicklung der Verteilungsfunktion 

Die zusammengesetzten irreduziblen Tensoren, 
welche im vorigen Paragraphen eingeführt wurden, 
seien nun dazu benutzt, eine beliebige Verteilungs-
funktion / um diejenige /0 des Gleichgewichts zu ent-
wickeln. Die Entwicklung werde bereits mit den 
Vektoren abgebrochen: 

/ = /0 (1 + 0) »/0 [1 + 2 (0* ak + Wk bk 
k 

+ ^ikaik+^xkbxk)] . (5.1) 
Für doppelte griechische Indizes gelte wie vorher 
die Summationsvorschrift. 

Die Entwicklungskoeffizienten ak, usw. sind Funk-
tionen von t und r und lassen dank der Orthonor-
mierungsrelationen der <&k usw. eine einfache physi-
kalische Interpretation zu. Es werde an Hand der 
Teilchenkonzentration 

n= J J f d3u d3w (5.2) 

in Analogie zu (2.3) der momentane lokale Mittel-
wert (<£} einer beliebigen Funktion <Z> in dem durch 



die Verteilung / gegebenen allgemeinen Zustand de-
finiert: 

(<2>) = J [ {-(Pdhtfw. (5.3) 

Wegen der Orthogonalität der Entwicklungstensoren 
und ihrer Normierung (4.2 und 3) erhält man aus 
(5.1) durch Multiplizieren mit usw. und Inte-
gration über V, W die Beziehungen 

n { & i ) = n o(<5ii + a,-), n ( & i ) = n 0 a i , 
n(¥t) = n0bi, n(*F f) = / i 0 bj . 

An Hand von Tab. 2 kann dies im einzelnen nun 
interpretiert werden. Dabei gehen wir von den di-
mensionslosen Geschwindigkeiten (4.1) wieder zu-
rück zu den ursprünglichen gemäß 

V = ] / | v/v0, W = ]/1 w/w0 (5.5) 

mit v0 = j/3 k TJm , iv0 = ]/3 A: r o / 0 

und kürzen ab 

£trans = h m , £rot = 2 $ W2 . (5.6) 

So erhält man die folgende Interpretation der Entwicklungskoeffizienten 

a) S k a 1 a r e 

= ( n - n 0 ) / n 0 

a2 = Kf 71 (̂ trans ~ ^o) /n0 m i t I & t̂rans = ( ̂ trans ) 
]/^n(TIot-T0)/n0T0 mit §kTrot = (Erot) 

b) P s e u d o s k a l a r 
6X = 1/3 n(V -w)/n0 v0 w0 

c) P o l a r e V e k t o r e n 

«i= VSj/n0v0 

mit j = n(V), Teilchenstrom 

a., n(vxw)/n0 v0 w0 

as= y§n((Etrans- $kT0) v)/n0kT0v0= j/« [qtrans+ -T0) j]/n0kT0v0 

mit Qtrans = n { (̂ trans ~ f ^ T) V) , translatorisdier Wärmestrom 
a4 = ]/2 n( (£rot - f * T0) 1?)/n0 k T v0 = j/2 [q r o t +§k(T-T0) j]/n0 k T0 v0 

mit qTOt = n((ETOt — § kT) v) , rotatorischer Wärmestrom 

a5= ~n{lV(WV) - iw2V)/n0w02v0 

d) A x i a l v e k t o r e n 

- ]/3 n(w)/n0w0 

bo = 1/2 n((£trans - § k T0) W)/n0 k T0 w0 

b3= yin((Erot- §kT0) W)/n0 k T0w0 

b4= jLn(v(VW) - iv2W)/n0v02w0. 

Diese Beziehungen erfordern nicht viel Kommen- Die beiden Wärmeströme aus (5.9) setzen sich zum 
tar. Zu (5.7) sei bemerkt, daß sich die beiden Tem- Gesamt-Wärmestrom gemäß 
peraturen zur kinetischen Temperatur schlechthin q = qt &ns + q ot = n((E— 4> kT) V} 
zusammensetzen gemäß 

zusammen. Dies wird am Schluß des nächsten Para-
T = ^ (TtT3LUS + TTOt) oder 3 kT = (E). (5.11) graphen, bei der Diskussion der Energieerhaltung, 



deutlich. Der Vektor a2 aus (5.9) ist das Maß für 
die mittlere „Azimutalpolarisation" D XU); der po-
lare Vektor a 5 könnte als mittlere Longitudinal-
komponente der Quadrupolarisation bezeichnet wer-
den. Schließlich sei zu den Pseudogrößen bemerkt, 
daß der Pseudoskalar aus (5.8) ein Maß für die 
mittlere Longitudinalpolarisation ist, während die 
Axialvektoren 3 verschieden gewichtete Mittel-
werte der Polarisation (Winkelgeschwindigkeit) 
selbst sind. Der letzte Axialvektor b4 enthält als 
ersten Term den Strom an Longitudinalpolarisation. 

§ 6. Entwicklung der Boltzmann-Gleichung 

Die Entwicklung (5.1) der Verteilungsfunktion 
sei nun in die BoLTZMANN-Gleichung (1.1) eingesetzt. 
Indem man diese der Reihe nach mit usw. multi-
pliziert und über V, W integriert, entsteht ein Sy-
stem gekoppelter linearer Differentialgleichungen 

erster Ordnung, die Transport-Relaxationsgleichun-
gen, für die Entwicklungskoeffizienten <*; usw. 

Das erste Glied df/dt der BoLTZMANN-Gleichung 
führt auf diese Weise, dank der Orthonormierung 
der Entwicklungsfunktionen usw., ohne weiteres 
auf da,i/dt usw. 

Bei der Behandlung des Konvektionsterms 
V-(df/3r) treten zunächst 4 - 4 = 16 Integrale auf. 
Aus Paritäts- bzw. Isotropiegründen verschwinden 
zehn davon. Zum Beispiel gilt 

(&iV&k)=0, 

weil diese Funktion negative Parität hat (<Z>i5 &k 

sind + , V ist —), und man hat aber z. B. auch 

(<PivVk)=0, 

weil keine Raumrichtung ausgezeichnet ist. Sechs 
der Integrale sind im allgemeinen von Null ver-
schieden, nämlich 

(<PiVy $xk) o = < + 0 * | 
(ViVyWx^o — < —0*| 
( v v = ( + 0 k 

(SVitfrJP*), — < —OJfe 

- 1 k) Öa 
+1 k) örX 

I - li) ( Vy Wik) 0 = ( 
Öpy, ( Vy &xk) 0 = ( + 10 

1*1 
• 1 Ä ; 

v J + 1 k)ehyx 
| v | + 1 i)exy/x. 

(6.1) 

Hierin bezeichnet s^x den isotropen antisymmetri-
schen Tensor dritter Stufe mit £123 = 1, usw. Die Dar-
stellung durch reduzierte Matrixelemente und die 
isotropen Tensoren ergibt sich unmittelbar aus der 
Drehinvarianz. Für die reduzierten Matrixelemente, 
deren Bezeichnung sich an Tab. 2 anlehnt, hat man 
auch 

( + 0 £ | V | - 1 * ) - i ( £ | t > - * j f c ) o ( 6 . 2 ) 

(-0i\v\ + l k ) - l { T t v V k ) 0 (6.3) 

( -1 l|v| +1 k) = btpyXi&niVy Wxk) o 

= W * i X V ] ' V k ) o . (6.4) 

Die ersten beiden Beziehungen ergeben sich aus 
(6.1) sofort mittels öyy = S. Bei der letzten ist 
EfiyX £fxvX — 6 benutzt. 

Es bleibt der letzte Term co(/) der B O L T Z M A N N -

Gleichung zu betrachten. Der Stoßoperator co trans-
formiert, weil er isotrop und paritätserhaltend ist, 
die irreduziblen Größen <Pk , W k , & k , jeweils 
in sich. Es sind also 

(<Pi(o(<Pk))0 = ( + 0 i | co | +0 k) = co^o (6.5) 
< 5 P r < c o ( » j r * ) ) 0 = ( — 0 i | ft) j —0k)= co ( l*<j ( 6 . 6 ) 

={-li\ü)\ -lk)= a)<ikl (6 .7 ) 

( T i - c o ( x F Ä ) ) 0 = ( + l i|co| + l Ä > = f t ) ? i (6.8) 

im allgemeinen von Null verschiedene (Relaxations-)-
Konstanten, während alle anderen Kombinationen, 
z .B. ( co ( W k ) ) 0 usw., verschwinden. Es seien 
sogleich einige allgemeine Eigenschaften der Relaxa-
tionskonstanten notiert. Die Invarianz der Stoßglei-
chungen bei Bewegungsumkehr hatte (3.10) zur 
Folge. Daraus entnimmt man, an Hand der Spalten T 
aus Tab.2, die folgenden ONSAGER-CASiMiR-Relationen 

c o = c o f ü r i, Jfc = l , 2 , 3 
c = co^'i für i, A; = 1, 3, 4, 5 
co{Lkl = - co^i für i = 2; k = 1, 3, 4 , 5 
cofi = Oif{ für i, k = 1, 2, 3, 4 . 

(6.9) 

Ferner besagt die Teilchenerhaltung beim Stoß, daß 
co ($ 1 ) = 0 ist, also gilt 

= 0 . (6.10) 

Die Energieerhaltung beim Stoß, Gl. (2.1), bedeu-
tet, daß co ( + <P3) = 0 ist, d. h. 

co+2(j + co<[30) = 0 . ( 6 . 1 1 ) 

Man hat also u. a. 

£ o 5 2 o > = - c o < f o > = - c o < f o ) = c o < f o ) (6.12) 

Dies ist, wie sich gegen Schluß dieses Paragraphen 
zeigen wird, bis auf einen Faktor 2 die Relaxations-



konstante von Ttrans — Ttot, der inneren Temperatur-
dilferenz. 

Schließlich sei bemerkt, daß alle (jl>W nach (2.4) 
positiv-definite Matrizen sind. Dies garantiert die 
Zunahme der Entropie. 

Damit ist nun die Entwicklung der B O L T Z M A N N -

Gleichung (1.1) im Prinzip beendet, und man hat 
statt ihrer, gemäß der in (5.1) angeschriebenen Nä-
herung bis zu Vektoren einschließlich, das gekop-
pelte System 

dai 
"31 
3 b 

J + Z (< + 0 i | v | - lk) divak Ot k 

. * + Z ( ( - O i | t / | +lk) div bk Ot jfc 

+ o ) ( S a Ä ) = 0 

+ co™0bk)= 0 

+ I (i+0k\v\ - l i ) grad ak + ( - 1 i \ v | + 1 k) rot b, +co{lkiak) = 0 Ot jfc 

° ^ + Z { { - 0 k \ v \ + l i ) gradfc* - ( - 1 A | I ; | + 1 £) rot ak + O > < $ b*) = 0 . 
Ot jfc 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

Dies ist die gewünschte allgemeine Form der Trans-
port-Relaxationsgleichungen 10. 

Um diesen eine greifbare Gestalt zu verleihen, 
benötigt man die Werte der reduzierten f-Matrix-
elemente. Allgemein werden sie sich durch C L E B S C H -

GoRDAN-Koeffizienten darstellen lassen; wir ziehen 
es vor, diejenigen ü-Matrixelemente, welche zu den 
in Tab. 2 aufgeführten Größen gehören, direkt aus-
zurechnen. Das gelingt mühelos, indem man die in 
( 6 . 2 - 4 ) vorkommenden Produkte <£>iV , ¥{V , 

wieder durch SP ausdrückt, so daß dann 
deren Orthonormierungseigenschaften nutzbar wer-
den. 

Nach Tab. 2 und nach (5.5) ist 
1 

% X V = ] f % v 0 ( ¥ 1 + l / f ¥ 2 - f r F 4 ) . 
Und schließlich wird 

3»5xi> oc ( V ' W ) V X W . 

Das ist ein Axialvektor von 4. Potenz, welcher ortho-
gonal ist zu allen in Tab. 2 aufgeführten Vektoren. 
Die reduzierten r-Matrixelemente (6.2 — 4) lassen 
sich nun mittels der Orthogonalität und Normierung 
(4.2 und 3) sofort aufschreiben. Zusammengefaßt 
lautet das Ergebnis 

V3 V 

für £=1 ,2 , 3, k = l, , 5 : 

( + 0 £ | u o 
+ V5dkS)+V3 diSöM] 

für k= 1,...,4: 

1 k ) = v ° A V 3 ö n ö k i + d i 2 (V2d k l 

$2v= 3v 0 {V2 <^ + 1/5 4>3) 

i; = ( ^ + V f + V ^ 
<J>1xv=<E>3XV=<^4XV = 0 

Damit nehmen die Gin. (6.13 — 16), in den Größen bis zur 3. Potenz einschließlich (Tab. 2) , die 
folgende detaillierte Form an: 

a) S k a 1 a r e 

(~0l\v\+lk)=f (6kl + + VW ök4) 

für £ = 1 , . . . , 5 , k = l,...,4>: 

( - 1 £ | v | +1 k) = J L öi2(ökl + Vi ök2 - VI dk4) 
V6 

^ o - d i v ^ a , 

"37" + d i v ( V 2 ttl + 1 / 5 tt3) + a+2(,) ( f l 2 ~ ö s ) = 0 

at 3 

= 0 

- coVo (a2 - a3) = 0 

(6.17) 

10 Die früheren Transport-Relaxationsgleichungen für das 
LoRENTz-Gas aus Spin £-Teildien 1 ordnen sich dem obigen 
Schema ein. Beim Vergleich im einzelnen ist zu beachten, 

daß früher etwas andere Vektoren als in Tab. 2 verwendet 
und einheitliche Teilchengeschwindigkeit (an Stelle der 
MAXWELL-Verteilung) angenommen wurden. 



b) P s e u d o s k a l a r 

dbt 

c) P o l a r e V e k t o r e n 

I T + g r a d (VSa1 + Y2a2) 

3 a2 
3« 
3 «3 
dt ' 3 
3 a4 ( t>0 

+ co<i1o)&1 = 0 

+ V o>a*> a k = 0 
i 

+ ^ rot(bx + Vi b2 - VZ b4) + £ co<?*> ak = 0 

(6.18) 

grad 1/5 a2 

dt 
3 «5 
3t 

d) A x i a l v e k t o r e n 

sr + T ^ 

+ £ co(3\> ak = 0 i 

+ y ak = 0 i 

+ £ a&j ak = 0 

(6.19 

- - - r o t « , 

3^2 , *>o_ 
dt ^ 3 
db3 

dt 
db 
dt + • r o t 1 / H a 

1/6 

i 

+ X(0^bk = 0 1 

+ i > ( Ä b * = o . 

(6.20) 

Zu einer vorläufigen Diskussion dieser Gleichungen seien die ersten vier davon umgeschrieben unter 
Verwendung der in (5.7 —10) notierten Interpretation der Entwicklungskoeffizienten. Man erhält statt 
(6.17) 

n + div j — 0 dt 
3 9 

" 3 r ^ t r a n s + d i v ^ t r a n s + $ * T D + 6 0 ' * n ~ Trot) = ° 
3_ 

(6.17a) 

f /i Ä; TI0t + div (qrot + f k T j) - • f n k(TtTsxns - Trot) = 0 

Die erste Beziehung ist die Kontinuitätsgleichung. Die beiden letzten Gleichungen ergeben addiert den 
Energiesatz 

3 
3 t 

3 n k T + div(q + 4 k T j ) = 0 . 

Ihre Subtraktion liefert die Transport-Relaxationsgleichung der inneren Temperaturdifferenz 

A . | n k (7\rans - r r o t) + div (Qtrans ~ Q r o t + * T j) + 2 £0<f0> • f n k(Ttnu - T ^ t ) = 0 . 

(6.17b) 

(6.17c) 

Somit ist 2 co+jp die Relaxationskonstante der inne-
ren Temperaturdifferenz. Aus (6.18) schließlich ent-
steht mittels (5.8 und 10) 
o 

n(VW) + div n(v(vw) ) +(Oil10)n(vw) = 0 . 
(6.18a) 

Diese Gleichung läßt co^Iq als die Relaxationskon-
stante der mittleren Longitudinalpolarisation er-
kennen. 

Die physikalische Bedeutung einiger weiterer Re-
laxationskonstanten oder von deren Kombinationen 
wird sich im nächsten Paragraphen ergeben. 



III. Anwendungen und Diskussion 

§ 7. Diffusion, Wärmeleitung und die damit 
verknüpfte Azimutalpolarisation 

Die Transport-Relaxationsgleichungen (6.17 — 20) 
seien jetzt diskutiert im stationären Fall — keine 
Zeitabhängigkeit —, für gegebenen Konzentrations-
und Temperaturgradienten und weit weg von der 
Oberfläche (keine Randphänomene). 

Die letztgenannte Voraussetzung hat zur Folge, 
daß alle Pseudogrößen b[, bi verschwinden. Um das 
zu sehen, bildet man von den Gleichungen (6.20) 
die Divergenz und löst nach den div b k auf. Diese 
sind dann sämtlich durch Ab t dargestellt. Damit geht 
man in (6.18) ein und erhält eine Gleichung der 
Form Ab1 — x b1 = 0, wo x positiv ist (wegen der 
Positiv-Definitheit der c a ® ) . Dies bedeutet expo-
nentielles Abklingen von bx und damit aller anderen 
Pseudogrößen vom Rand nach dem Inneren zu, also 
Verschwinden weit weg von der Oberfläche. 

Ferner ergibt sich aus (6.17), daß grad <z2~grad ö3 

gesetzt werden darf, d. h. nach (5.7), daß der Gra-
dient der inneren Temperaturdifferenz — Trot 

vernachlässigbar ist. Denn es ist 

grad (a2 - a3) oc grad div d 3 0 d e r 4 , 

was als zweite Ableitung weit weg von der Ober-
fläche beliebig klein ist. 

So bleiben für das Diffusions-Wärmeleitproblem 
nur die Gin. (6.19) übrig, welche die Gestalt an-
nehmen 

v° grad(1/3 a1 + V2 ä) + 2 > < i * > a Ä = 0 
•j i 

^Lgrad 1/5 ö 

grad l /3 ä 

Z c o ^ a k = 0 

+ 2>(-?*i>aÄ = 0 

+ 2><i*>aÄ = 0 

2><ü>a & = 0 . 

(7.1) 

Hierbei ist ä = ^ ( a 2 + ß3) nach (5.7) bis auf einen 
Faktor die lokale Gastemperatur. Und , wieder 
nach (5.7) , bedeutet im wesentlichen die Konzen-
tration des Gases. Somit liefert das System (7.1), 
nach den Strömen a k aufgelöst, diese Ströme als 
lineare Funktionen des Konzentrations- und Tem-
peraturgradienten. Damit ist das Diffusions-Wärme-
leitproblem im Prinzip gelöst. 

Um die gebräuchlichen Transportkonstanten aus 
(7.1) abzulesen, sei zunächst durch 

n = n s y (7.2) 

der Molenbruch durchgeführt. Durch die Verfügung 

grad(ns T) =0 (7.3) 

wird die Konstanz des Gesamtdrucks, zu welchem 
die seltenen Teilchen [y 1) praktisch nichts bei-
tragen, garantiert. Auf diesen Fall (keine Drude-
diffusion) sei das Folgende beschränkt. Nach (5.7) 
ist dann 

grad (aj + ä j - ~ grad n T 

= "s T grad y = ns grad y (7.4) 
10 

für T = T0. Ferner ist nach (5.7) 

grad j / | ä = — grad n{T - T0) 

= ~ ~ "s T grad y - grad n . 
10 

Dies kann noch umgeformt werden mittels 

grad n = nsT grad y T~x 

= ns grad y — n T~1 grad T 

und gibt für T = 7 0 

grad j / | ä = n grad T . (7.5) 

Schließlich sei die zu co_1 gehörige Umkehrmatrix 
(Weglängenmatrix) l_ 1 eingeführt gemäß 

(7.6) 

Mit (7.4 — 6) und unter Benutzung von (5.9) er-
hält man so aus (7.1) nach kurzen Umformungen 
für Teilchen- und Wärmestrom 

- n s D (grady + y a - A - g r a d r ) (7.7) 

q = akT0j grad T (7.8) 

mit der Diffusionskonstanten 

D = i v 0 E \ \ (7.9) 

dem Thermodiffusionsfaktor 

<x= — (V5 Z(ü> + V3BV)/V2l^ (7.10) 

und der Wärmeleitkonstanten 

X = %vQkn[ - Z< iV + 1 (5 m + 1/15 & 1> + 3 ] . 
(7.11) 



Für die mittlere Azimutalpolarisation ergibt sich 

<*x«,> = 1 / 2 K S » . , 
r s w1' 0 (7. i2) 

+ * (V2 l^l a + 1/5 Z(2!> + F3 a > ) J L grad 7\ o |/o o 

Auf das Anschreiben der beiden noch fehlenden 
Gleichungen, derjenigen für Qtrans — flfrot u n d a ö > s e i 
verzichtet, da sie im folgenden nicht diskutiert wer-
den. 

Es sei noch die mittlere Winkelgeschwindigkeit w 
der Teilchen mit einer bestimmten Geschwindigkeit V 
betrachtet: 

W{V) = J IV f d3w / f f dsw . (7.13) 

Beim Einsetzen der Entwicklung (5.1) verschwindet 
eine Beihe von Termen. Es ist 

/ W / O ^ m , * ! , * * . . . ® } d3w> = 0 
f f o {0 3 ,<t> 2 , d3w; = 0 . 

Bei den ersteren ist nämlich der Integrand ungerade 
in W. Bei den letzteren gilt dasselbe für das <l>2-hal-
tige Integral; das und das ^-halt ige Integral 
hat nach Tab. 2 den Faktor W2 — f im Integranden 
und verschwindet daher; das ^5-haltige Integral ver-
schwindet, weil in ihm der irreduzible Tensor 2. Stufe 
in w vorkommt. Nun zu den nicht-verschwindenden 
Termen. Es ist nach (2.2) und (4.1) 

/0 &w = An-*c-wt&W 

mit der Abkürzung 
A = n0(m/2 71 k T0) * e~r~. 

An Hand der Formeln (A 1 und 2) des Anhangs er-
hält man sogleich zum einen 

f Wß fo (I>V2 dsw = 1 A £ur>.V>. ' ' ]/2 

und zum anderen 
/ <P2, <E>!, <f3} d3™ = A{^, <P2, <*>3} . 

Damit kommt 

oder nach (5.5, 7 und 9), unter Vernachlässigung 

W(V) a, X V 

von a2 und CJ3 , 

2 0 l + o y - r / n V ) (7.14a) 

Die Winkelgeschwindigkeit IV {v) ist also senkrecht 
zur Lineargeschwindigkeit und zur mittleren Azi-
mutalpolarisation. Letztere hat gemäß (7.12) die 
Richtung des Diffusionsstroms bzw. des Temperatur-
gradienten. Die Koeffizienten sind maßgebend 
für die Größe der Winkelgeschwindigkeit IV (v). Sie 
sollte meßbar sein an Molekülen, die seitlich aus dem 
Diffusions- oder Wärmestrom austreten. Das wurde 
schon bei der Betrachtung der Diffusion von Spin-
teilchen bemerkt1' 2. 

§ 8. Berechnung einiger Relaxationskonstanten 
für die rauhen Kugeln 

Die bisherigen Betrachtungen gelten allgemein für 
klassische kugelsymmetrische Moleküle. Jetzt seien 
einige Relaxationskonstanten tatsächlich berechnet 
für das Modell der rauhen Kugeln. 

Die Streuer, harte rauhe Kugeln vom Durchmes-
ser ds, sollen fixiert sein (Masse und Trägheits-
moment unendlich groß). Die seltenen, beweglichen 
Moleküle, harte rauhe Kugeln vom Durchmesser d, 
sollen die Masse m und das Trägheitsmoment 0 be-
sitzen. Die einfachste Wahl für den Radius der Wir-
kungskugel ist dann 

R= £ (d + dj . (8.1) 

1/2 (l + a1 + a2 + 4>1 - «fV«3) 
(7.14) 

Diese Wahl sei im folgenden getroffen. Es gilt dann 
k = k' (vgl. Abb. 1). Die Erhaltung des Drehimpul-
ses bezüglich des Berührpunktes besagt 

| dkxmv' + 6w'= ^dkxmV + 6w . 

Dazu kommt als Reflexionsbedingung der rauhen 
Kugeln (Umschlagen der Geschwindigkeit des be-
rührenden Punktes der beweglichen Kugel) 

v' -w' x 2 dk = -v + wx 
Aus beidem ergeben sich für die dimensionslosen 
Geschwindigkeiten aus (4.1) mit der Abkürzung 

40 K = 
m dr 

(8.2) 

die Stoßgleichungen 

V = - ( l + £ ) - i [ ( - l + K) v + 2 \/KkxW + 2k(k- V ) ] ] 
W ' = ( 1 + / Q - H t - l + K) W + 2 VKkxV +2k(k-W)] . J (8'3) 



Energiesatz sowie Spiegelungs- und Bewegungs-
umkehr-Invarianz sind erfüllt. Ferner hat man hier 

V ' W ' = - V W (8.3a) 
sowie 

fc V ' = - f e V, k W ' = k W . 
Für den Stoßoperator (1.6b) werde jetzt geschrie-

ben 
co(0) =co0V f (0-0') dQ, (8.4) 

wobei, vgl. (5.5), 
co0= |/|>i ns R2 v0 (8.5) 

und 
dü= e-kd2k, e = v/v = V/V. (8.6) 

Mittels der Hilfsformeln (B7 —11) des Anhangs 
kann co ( 0 ) für die in Tab. 2 aufgeführten Funk-
tionen berechnet werden. 

Hier ist das Ergebnis für einige davon: 
u(0x) = 0 

co(02)= - CO (03) = y f " co0 K(1 + K) ~ 2 [2 F 4 - 3 V2 JF2 + ( V W ) 2 ] F " 1 

co(S /1) = *(o0VV-W 
F3 

a> - « o d + ~ + (1 + 2 £ ) 1/2 V V ] 

CO(4»2) = W0(I + A:)-2 °VK l + £ 
2 " 

+ X = ( l + £ + 4 £ 2 ) F V x W j 

= + r W - V ( V - W ) F - 1 ] . 

(8.7) 

Bei der Berechnung der zugehörigen Relaxations-
konstanten (6.5 — 8) kann z. Tl. direkt die Ortho-
normierung (4.5 und 6) der Entwicklungsfunktio-
nen ausgenutzt werden. Dies ist bei denjenigen Glie-
dern der Fall, welche auf den rechten Seiten von 
(8.7) durch die Entwicklungsfunktionen selbst aus-
gedrückt sind. Für die übrigen hat man die For-
meln ( A 8 —10) des Anhangs zu benutzen. So fin-
det man 

o yjt 

O) -o 

co<i\> = 

16 •CO« 
SV* 0 

,(21) V = f w o C l + i K ) - 1 ^ 

co<!i) = i ^ = c o 0 ( i + / i : ) - 2 ( i + A : + 4 ^ 2 ) 

a><jV = 3 j/rr 6)0 (1 +K) 

(8.8) 

den „Anti-Erhaltungssatz" (8.3a) zurück. — Weitere 
Gesichtspunkte werden sich im nächsten Paragraphen 
ergeben. 

§ 9. Einfachste nicht-isotrope Näherung für die 
Diffusion von rauhen Kugeln 

In § 7 wurde das Diffusions- und Wärmeleitpro-
blem allgemein behandelt. Um das letztere zu um-
fassen, war es nötig, bei der Auswahl der Entwick-
lungsfunktionen, Tab. 2, mindestens bis zu Gliedern 
der 3. Potenz zu gehen. Wenn es einem nur um die 
Diffusion zu tun ist, so kann man sich zunächst mit 
den Gliedern bis zur 1. Potenz begnügen. Das Sy-
stem (7.1) reduziert sich dann im isothermen Fall 
unter Beachtung von (7.5), auf die einzige Gleichung 

1/3 v0 grad ax + co^V ax = 0 (9.1) 

Hierzu sei im Moment nur bemerkt, daß also die 
Relaxationskonstante der mittleren Longitudi-
nalpolarisation, vgl. (6.18a), von K, d. h. dem Träg-
heitsmoment, unabhängig ist. Dies ist natürlich eine 
Besonderheit der rauhen Kugeln und geht direkt auf 

und man erhält für die Diffusionskonstante 

Dl s o t r o p ^ V / ^ - V - (9-2) 

Der Index „isotrop" soll darauf hinweisen, daß die 
zugrunde liegende Verteilungsfunktion, da sie nur 
aus 0X und ^ aufgebaut ist, keine Orientierung 
der Molekülrotation kennt. Nach (8.8) ist also für 



die rauhen Kugeln 

•̂ isotrop = ^1-atomig' 1+K 
1 + 2 K 

(9.3) 
D I/JT Vq2 _ 3 \/k TJ2 n m 

l atom!g~ " 8 coo ~ 8ns[(d+da)/2V • 

Letzteres ist tatsächlich der Diffusionskoeffizient des 
einatomigen LoRENTZ-Gases aus starren Kugeln (in 
der entsprechenden Näherung). Die Formel (9.3) 
findet man in der bisherigen Literatur n , in welcher 
Orientierungseffekte ignoriert wurden. Zum Ver-
gleich mit dem Späteren sei (9.3) auch in der Form 
geschrieben 

•̂ isotrop — ^1-atomig/ (1 + 
mit (9.3a) 

d^K/d + K) 
oder in Zahlenwerten 

K 0 i § 1 oo 

1 0 0,25 0,4 0,5 1 

Um die Orientierungseffekte zu berücksichtigen, 
hat man mindestens die Glieder bis zur 2. Potenz 
aus Tab. 2 mitzunehmen und aus (7.1) im isother-
men Fall als einfachste, nicht-isotrope Näherung das 
System herauszugreifen 

V3 v0 grad a± + co(iV a t + co(2i} d 2 = 0 1 
oj^a1 + co^a2 = 0 . I ( 9 > 4 ) 

Durch die Hinzunahme von d 2 , was bis auf einen 
Faktor die mittlere Azimutalpolarisation mißt, vgl. 
(5.9), ist jetzt etwas von der Orientierung berück-
sichtigt. Zur Auflösung von (9.4) dient die Weg-
längenmatrix l - i , vgl. (7.6), welche in der jetzigen 
Näherung lautet 

m m _ 
/(21) 1(22) j £„(11) (̂22) _cu(_12) 0J(21> 

CO<22> 
-ft/2\> 

•co^ 
co(i\) 

(9.5) 

Damit erhält man für die Diffusionskonstante, wel-
che allgemein durch (7.9) gegeben ist, 

D = Dis otroP/(l+<52)> (9.6) 

wobei /̂ isotrop a u s (9.3) bekannt ist und die Ab-
kürzung 

ö2 = (ft><ii>) > <2\> o)<£!> > 0 (9.7) 

eingeführt wurde. 

11 S. C H A P M A N U. T. G. C O W L I N G , Mathematical Theory of Non-
Uniform Gases, Cambridge University Press 1939, S. 214. 

Speziell für die rauhen Kugeln ist nach (8.8) 

(9.7a) s _ 3tK(i+K) 
2 2 (1 + 2 K) ( l + K + 4 K2) 

Die Größe der an Asotrop anzubringenden Korrektur 
wird an den Zahlenwerten deutlich 

K 0 h * 1 oo 

<5 2 0 0,236 0,218 0,174 o 1 

Der Vergleich mit den zu (9.3a) gehörigen Zahlen-
werten zeigt, daß bei nicht zu großem Trägheits-
moment (K < 1) die durch den Orientierungseffekt 
bewirkte Korrektur ((52) am Diffusionskoeffizienten 
von ähnlicher Größe ist wie diejenige (^j), welche 
die Isotropienäherung bewirkt an dem nach der ein-
atomigen Theorie berechneten Wert. Die Isotropie-
näherung für sich allein ist also in der Tat nicht 
konsequent und mit Vorsicht zu gebraudien. 

Auflösen von (9.4) ergibt nun aber auch die mit 
der Diffusion einhergehende mittlere Azimutalpola-
risation. Man entnimmt aus der zweiten Gl. (9.4), 
unter Benutzung von (5.9), 

<r X w> o . I 
= — p J/n i>0 , 

t>0 w0 

wobei 

ß-\ ' 2 co^ 
3 o><??> 

/ 2 OJL1?» 

3 CÜL2P 

(9.8) 

(9.9) 

Dies muß mit der entsprechenden Näherung von 
(7.12) übereinstimmen. In der Tat gilt nach (9.5) 

Z<_2i> 
ft><!?> i<2}>' 

so daß (9.8) mit (7.12) gleichlautet, sofern dort 
der Temperaturgradient unberücksichtigt bleibt. 

Bei den rauhen Kugeln gilt nach (8.8) 

ß= y^K(l+K)/(l + K + 4K2), (9.9a) 

oder in Zahlenwerten 

K i § 1 oo 

ß 1 1,45 YK 0,63 0,58 0,48 0 

Der polare Vektor V X W ist also im Mittel ent-
gegengesetzt wie der Diffusionsstrom gerichtet. Dies 
entspricht anschaulich der Rotation, welche den beim 
rauhen Stoß quer zur Diffusionsrichtung abgelenk-
ten Molekülen erteilt wird (Abb. 2) . 

Zum Abschluß sei die Winkelgeschwindigkeit 
IV (V) der Teilchen mit der Geschwindigkeit V be-



trachtet. Einsetzen von (VXW) aus (9.8) in 
(7.14a) ergibt, unter Benutzung von (5.5) , 

IV (v) = - i ßwojxv - +j V j . 

Wenn V senkrecht zu j ist und j v nk Tjm gilt, 
d. h. wenn ein starker Diffusionsstrom herrscht12 

O 

Abb. 2. Rotation und Azimutalpolarisation vXw, welche den 
Molekülen bei Ablenkung quer zum DifEusionsstrom j durch 

rauhen Stoß erteilt werden. 

oder schnelle Teilchen herausgegriffen werden, gilt 
also 

\ß\, (9.10) 

was für K = ^ etwa 0,3 beträgt. Dies bedeutet etwa 
30-proz. Polarisation. Würden nämlich alle Teilchen 
um die gleiche Achse rotieren, d. h. vollständig pola-
risiert sein mit MAXwELLsch-verteilter Rotations-
energie, so hat man für den mittleren Betrag von W 

r p o 1= [We~wld3W \/ji 

Also wäre die mittlere Winkelgeschwindigkeit dieser 
Teilchen 

wx>0i = ]/|^poi W0 = 0,92 w0, 

und die Abschätzung (9.10) gilt praktisch auch für 
(w/iÄpol). — Ähnliche Verhältnisse werden für das 
wärmeleitende Gas zutreffen. 

IV. Anhang 

Es seien die Hilfsformeln zusammengestellt, welche 
in § 4 bei der Berechnung der Normierungsfaktoren 
aus Tab. 2 und in § 8 bei der Auswertung des Stoß-
integrals für die rauhen Kugeln benutzt worden sind. 

A. Hilfsformeln für die Berechnung von Mittelwerten 
im Phasenraum 

Nach (2.3) und (4.1) ist 
(&)0=ji-3 f f e-v*-*9 Q{V,W) d 3 F d 3 r . 

12 Für diesen Fall ist allerdings die Entwicklung (5.1) im 
Grunde nicht mehr anwendbar. 

Alle Normierungsintegrale aus (4.2) und, durch Be-
nutzung der Drehinvarianz, auch diejenigen aus (4.3) 
können reduziert werden auf ein (oder mehrere) Inte-
grale vom obigen Typ über Potenzprodukte der Form 

<p(pqr) = V2p (V-W)* W2r mit P, q, T = 0, 1, 2, . . . . 

Deren Mittelwerte können offenbar dargestellt werden 
gemäß 
<$(w»0>o = <4KrM0>o 

( A I ) 
a=y=1,/S=0 

: (-)P+q+r mMsr«*™ 
wobei 
F(a,ß, y) = 

5t~3 f j exp{ — a V2 — 2 ß W —y W2} d3F d3JF. 
oo oo 

Die Funktion F läßt sich leicht explizit angeben; es ist 
F(a,ß,y) = (ay-ß*)~s'*. (A2) 

Zum Beweis formt man den Exponenten um gemäß 
a V2 + 2 ßV-W+yW2^ V2 + yU2, 

Da 
ist also auch 

u= P v+ w. 
v 

d 3 P d 3 r = d 3 F d 3 f / , 

F(a, ß, y) —ji~3Jy"exp V2-yU2 

oo oo y . 

woraus sich wegen 

d3F d3U, 

* h j e - i r * d3F = A_3/s 

sofort die Behauptung ergibt. 
Bei der Berechnung der Relaxationskonstanten der 

rauhen Kugeln an Hand von (8.7) und (6.5 — 8) treten 
auch Potenzprodukte der Form auf. Ihre 
Mittelwerte ergeben sich gemäß 
(0(PQr) y~iyo== (_)p+q+r 

wo 
G(a,ß,y) = 
n~3 f j exp{ — a F 2 - 2 ßV'W-y W2) F _ 1 d3F d3W. 

oo oo 
Explizit gilt 

G(a, ß, y) = 2 {n y) -^(ay-ß2) (A 4) 
Dies beweist man analog wie vorher unter Benutzung 
von 

J e-xvy-id*y = 2 ^A"1 . 
oo 

Aus (A 1 und 2) entnimmt man nun sofort 

< * < * » > , = I - » - B P + 1 > . H - O r + 1 ) ( A 5 ) 



(A 6) 

und ferner nach kurzer Redinung 

<^(/'4r))o = 1 (0(p+2, 0, r+2))o _ 

Allgemein ist 
<^(P?r))0 = o für ungerade q, (A 7) 

weil der Integrand ungerade in V (und W) ist. 
Aus (A 3 und 4) entnimmt man ferner sofort 

( A 8 ) 

und audi wieder 
<0(p2r) V~1)0 = l(0(P+l<O,r+l) y-l)0 

(0(P*r) y-l)Q = 1 (&(p+2, 0, r+2) p - l ) o _ ( A 9 ) 

Allgemein ist 
(<£{pqr) f / - i ) 0 = ö für ungerade q. (A 10) 

Damit sind alle benötigten Integrale bereitgestellt. 

B. Hilfsformeln für die Berechnung von Integralen 
über die halbe Einheitskugel 

Bei der Auswertung des Stoßintegrals (8.4 mit 6) 
treten Integrale über die halbe Einheitskugel auf den 

dem (Tenson-)Typ 

H^ . (e) = f ktll k/ti. . kßn dü = Vkßi.. k„ne -ktfk. 

(B 1) e- k > 0 

Hierbei bedeutet e einen festen, k den variablen Ein-
heitsvektor. Sie können aus dem Hilfsskalar 

//(n) (r, e) — J (r-k)» dü (B2 ) 

durdi Differentiation nach dem Parametervektor r ge-
wonnen werden gemäß 

M 1 d n H { n ) m 3 1 H l i l--- f ,n= , v, : ^ • (B 3) 

Die xß bezeichnen die kartesischen Komponenten von r. 
Der Hilfsskalar ist leicht zu finden. Man führt 

Polarkoordinaten ein derart, daß die kartesischen Kom-
ponenten von e, r, k durch 

e = {0 , 0 , 1 } 

r = {r sin© , 0 , r cos 0 } 
k = {sin # cos cp , sin & sin cp , cos?? } 

dargestellt sind. Damit wird 

//(«)=JI 1 Tn / j (sin 0 sin $ cos cp 
o ö 

= r" 1 0 " n m Cm C O S » " ' « 0 

-f cos 0 cos #)11 cos # sin § d# dq) 

sinm 0 , 

krobei anm = f sinw+1 # cos"~m+1 und Cm = n~1 J cos™ cp A(p 

Daraus ergibt sich z. B. 
H(*)=ri-( icos4 0 + | cos2 0 sin2 0 + £ sin4 0) 
#(3)= r3. | c o s Q 

oder wieder vektoriell geschrieben 
tf(4)= i r 4 + l / - 2 ( r - e ) 2 - ^ ( r - e ) 4 (B 5) 
//(3) = | r2 r • e. (B 6) 
An Hand von H(4) und lassen sich alle Ten-

soren Hßi... bis zur vierten Stufe angeben (das ist 
sogar mehr als in § 8 gebraucht wird). Man findet mit-
tels der in (B 3) vorgeschriebenen Differentiation 
H^UtUtiit = [{^Hiß, + eUiei*i) (öftHt + en»e/J,) 

(Öß 2ßi + eß1 C0«) 
+ (<W4 + e^e/,,) + eUt) 

(B 7) 

Durdi Kontraktion ju3 = /uA folgt aus (B 7) 

Durch Kontraktion /u2 = folgt aus (B 8) 
Hß> = § ^ 

(B 4) 

Hßlß lß3 = t25 {ön^e^ + du^e^ + ö ^ e ^ ) . (B 8) 

(B 9) 

(BIO) 

und schließlich aus (B9), durdi Kontraktion = 
als Kontrolle 

H = 1. (B 11) 

Natürlich sind die drei letzten Formeln einfacher aus 
den Hilfsskalaren H z u gewinnen. 


